1 Теорія множин. Основні операції над множинами
Множиною називається сукупність визначених  цілком помітних об'єктів, розглянутих як єдине ціле, тобто сукупність, сім'я, комплекс довільних об'єктів, що цілком розрізняються нашою думкою або інтуїцією. Окремі об'єкти, із яких складається множина, називаються елементами множини.

Об'єднанням множин Х і Y називається множина, що складається зі всіх тих і тільки тих елементів, що належать хоча б одній з множин Х, Y, тобто належать Х або належать Y. Позначається через Х(Y.

х ( X(Y ( x(X  або x(Y.

Наприклад: Х ={1,2,3,4,5} і Y={2,4,6,7},те  Х(Y={1,2,3,4,5,6,7}.
Перетином множин Х і Y називається множина, що складається зі всіх тих і тільки тих елементів, що належать як множині Х, так і множині Y, позначається Х(Y (іноді називається добутком множин).

х ( X(Y ( x(X  і x(Y.
Наприклад: Х ={1,2,3,4,5} і Y={2,4,6,7},те  Х(Y={2,4}.

Множини Х і Y називаються множинами що не перетинаються, якщо вони не мають загальних елементів, тобто якщо Х(Y=(.

Кажуть, що множини Х і Y знаходяться в загальному положенні, якщо виконуються наступні три умови: 
1) ( х(Х та х((;

2) ( y(Y та y(X;

3) ( х(Х та х((.

Між двома множинами Х і Y може бути одне з п'ятьох відношень: X = Y; X(Y; Y(X; X(Y = (;  Х та Y знаходяться в загальному положенні.


Операції об'єднання і перетину множин володіють комутативним і асоціативним властивостями:

Х(Y= Y (Х,
 (Х(Y) (Z = Х((Y(Z) = Х(Y(Z.
Різницею множин Х і Y називається множина, що складається зі всіх тих і тільки тих елементів, що належать множині Х й не належать множині Y, позначається Х\Y.

х ( X\Y ( x(X  и x(Y.

Наприклад: Х ={1,2,3,4,5} і Y={2,4,6,7},те Х\Y={1,3,5}.

На відміну від двох попередніх операцій, різниця двох множин визначена для двох множин, тобто суворо двомісна, некомутативна (X \Y(Y \X).

Роль одиниці в алґебрі множин грає “універсальна множина” U, що задовольняє наступну умову: Х ( U = Х, Х ( U = U (немає аналогії  в звичайній алґебрі) .

Доповненням множини Х називається множина всіх елементів, що не належать Х, а належать 
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З визначення випливають наступні властивості: 
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Справедливі наступні тотожністі алґебри множин:

1) (X ( Y) ( Z = (X ( Z) ( (Y ( Z);

2)  у звичайній алґебрі ми не можемо замінити в дистрибутивному законі дію додавання множенням, а дію множення додаванням, тому що це призводить до хибного виразу (ab)+c = (a+c)(b+c). Але в алґебрі множин подібний вираз має зміст:  (X ( Y) ( Z = (X ( Z) ( (Y ( Z);

3) якщо Y ( X, те X (Y = Y, X ( Y = X;

4) якщо Y = X, те X ( X = X, X ( X = X;

5) 
[image: image4.wmf]Y

X

Y

X

Ç

=

È

;

6) 
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Тотожністі 5) і 6) звичайно називаються тотожністями Де-Моргана.

Розглянемо наступний приклад 1.1. Задано універсальну множину U={1,2,3,…,60} та три її підмножини А={a(U: a=2(i}, B={b(U: b=3(i},  C={c(U: c=6(i}, i=1,2,…
Необхідно, зобразити за допомогою диаграм  Ейлера - Венна відношення між множинами U, A, B, C. 
Зазначити кількість елементів множин, обумовлених  формулою алгебри множин 
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Розв`язання

Універсальну множину зручно зображувати графічно у вигляді множини точок прямокутника. Окремі області в середині цього прямокутника будуть означати різні підмножини універсальної множини. Зображення множин у прямокутнику, що являє собою універсальна множина, називається діаграмою Ейлера - Венна. Виконаємо аналіз можливого зв`язку між елементами заданих множин А, В, С. Множини А та В знаходяться в загальному відношенні. Елементи множини С належать як множині А (число 6 кратне 2), так і належать множині В (число 6 кратне 3), що збігається з правилом перетину двох множин, тобто множина С = А(В. 
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Для визначення кількості елементів множин, обумовлених формулою F, виконаємо спрощення за допомогою тотожностей алґебри множин.
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У результаті отримали: формула F алґебри множин описує множина С, яка складається з 10 елементів, а саме {6, 12, 18,…, 60} 

Завдання  №1


Задано універсальну множину U={1,2,3,…,60} та чотири її підмножини А={a(U: a=p(i}, B={b(U: b=q(i},  C={c(U: c=r(i},  D={d(U: d=s(i}, i=1,2,… Значення p, q,r,s наведено у таблиці.
	Пара- метр
	Варіант

	
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13
	14
	15

	p

q

r

s
	5

3

6

2
	3

6

4

9
	1

2

3

4
	4

2

6

3
	2

4

3

6
	4

8

6

3
	3

2

6

5
	2

6

12

8
	5

3

10

9
	4

6

2

3
	1

4

3

8
	2

4

6

5
	1

3

2

10
	3

5

2

4
	5

4

6

2

	
	16
	17
	18
	19
	20
	21
	22
	23
	24
	25
	26
	27
	28
	29
	30

	p

q

r

s
	1 

4

 2 6
	6

3

1

7
	8

4

1

3
	2

5

6

7
	10

5

1

6
	2

3

1

5
	4

5

1

2
	3

2

4

8
	3

5

6

1
	3

6

12

5
	2

4

24

6
	3

5

7

21
	1

5

6

15
	2

10

3

4
	10

2

3

9



Зобразити за допомогою діаграм  Ейлера - Венна відношення між множинами U, A, B, C, D.


Зазначити кількість елементів множин, обумовлених наступними формулами Fi алгебри множин (i-номер варіанта).
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Приклад 1. 2 Задано множини A, B, C , що знаходяться в загальному положенні. Необхідно за допомогою діаграм Ейлера-Венна знайти розв'язок системи рівнянь 
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Розв`язання. Для кожного з рівнянь системи побудуємо діаграму Ейлера-Венна
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3) 
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4) результуюча діаграма є перетином результатів на діаграмах 1), 2), 3) – як бачимо, розв'язок системи збігається з зображенням на діаграмі 1).

Завдання №2


Задано множини A, B, C, D , що знаходяться в загальному положенні. Необхідно за допомогою діаграм Ейлера-Венна знайти розв'язок системи рівнянь.
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2 Задачі оптимізації на графах
Графом назвемо деяку множину точок площини Х, що називаються вершинами, і множину спрямованих відрізків U, що з'єднують усі або деякі з вершин, названих дугами. Математичне визначення графа:

1) граф G – це пара множин Х и U, G = (Х,U);

2) граф G – це пара множин (Х, Г), що складаються із множини вершин Х й відображення Г, заданого на цій множині : G=(X, Г). Дане визначення збігається із визначенням відношення на множині.

Дуга – спрямований відрізок, що з'єднує будь-які дві вершини графа. Позначається: u = (a, b) або ua,b у тому випадку, якщо дуга виходить із вершини а і входить у вершину b. Дві вершини а і b називаються суміжними, якщо вони різні й з'єднані дугою, що йде з вершини а у вершину b. Дуга u називається інцидентною вершині а, якщо вона заходить у цю вершину або виходить із неї. Якщо кожна вершина графа G(Х, Г) з'єднана дугою, то граф називається орієнтованим. Якщо розглядається граф без обліку орієнтації, то він називається неорієнтованим.

Шляхом у графі G називається послідовність дуг ( = (u1, u2, …, uk),  у якій кінцева вершина кожної попередньої дуги збігається з початковою вершиною наступної. Шлях можна також задати за допомогою переліку вершин, що складають послідовність дуг, без зміни порядку їх проходження в дугах. При цьому довжиною шляху ( = (u1, u2, …, uk) називається кінцеве або нескінченне число ((() = k, рівне або числу дуг, або сумі довжин дуг, що складають шлях (.

Для неорієнтованого графа поняття дуга, шлях, контур заміняється відповідно на ребро, ланцюг, цикл.

 З поняттям неорієнтованого графа пов'язана важлива характеристика, що називається зв`язністю графа. Граф G = (Х,U) називається зв'язним, якщо будь-які дві його вершини можна з'єднати ланцюгом. Якщо граф G не зв'язний, то його можна розбити на такі підграфи Gі, що всі вершини в кожному підграфі зв'язні, а вершини з різних підграфів незв'язні. Такі підграфи називаються компонентами зв`язності. Оскільки в орієнтованому графі враховується орієнтація дуг, то існує поняття сильно зв`язного графа. Орієнтований граф називається сильно зв'язним, якщо для будь-яких двох вершин х і у (х ( у) існує шлях, що йде з х в у.

Окремим випадком неорієнтованого графа є дерево. Дерево – кінцевий зв'язний граф, що не має циклів і складається не менше, ніж із двох вершин. Основні властивості:

дерево не містить циклів, але додавання ребра між будь-якими двома несуміжними вершинами призводить до появи одного елементарного циклу;

дерево – зв'язний граф, але втрачає цю характеристику після видалення будь-якого ребра;

всяка пара вершин, з'єднана ланцюгом, і тільки одним;

дерево, побудоване на n вершинах,  має n-1 ребро.

Матриця R = (( rij (( порядку n(n називається матрицею суміжностей, де 
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 Якщо кожній дузі приписати вагу, то можна скласти матрицю ваги C = (( cij (( порядку n(n, де 
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Матриця S = (( sij (( порядку n(m називається матрицею інциденцій, де 
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 Слід зазначити, що у вигляді матриці інциденцій можна зобразити тільки орієнтований граф без петель.

Цикломатичне число. Нехай G – неорієнтований граф, який має n вершин, m ребер та r компонент зв`язності. Цикломатичним числом графа G називається число ((G) = m - n + r. Цикломатичне число не може бути неґативним і дорівнює нулю тільки в тому випадку, якщо граф не має циклів. Фізичний зміст: ((G) дорівнює найбільшому числу незалежних циклів графа.

Хроматичне число. Граф G називається р – хроматичним, якщо його вершини можна замалювати р різними кольорами так, щоб ніякі дві суміжні вершини графа не було зарисовано одним кольором. Найменше число р, при якому граф є р – хроматичним, називається хроматичним числом і позначається ((G).

2.1 Знаходження найкоротшого шляху між двома вершинами графа індексним методом 

Серед індексних методів розглянемо метод Форда та його інтерпретацію для машинної реалізації – алгоритм Дейкстри.

 Приклад 2.1 Граф G поданий графічно. Необхідно, використовуючи метод Форда, знайти найкоротшу відстань від вершини х0 до вершини х7 і довжину цього ланцюга.

Розв'язок. V0=0, V1=…=V7=(...

Розглядаємо всі вершини, суміжні з фіксованою, і вибираємо для розгляду індексу ту, довжина ребра якої має меншу вагу. Це вершина x1.
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 У результаті одержали, що з вершини х0 у вершину х7 існують три найкоротших ланцюги, довжина яких дорівнює 18.

Приклад 2.2 Знайдемо розв'язок попереднього прикладу за допомогою алгоритму Дейкстри.

Рішення. Запишемо вихідні дані у матричному вигляді. Побудуємо матрицю суміжності ваг 
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. Кожний крок відповідає побудові трьох векторів розмірності n, де n – кількість вершин графа:

А – логічний вектор, елемент аі=1, якщо вершина хі розглянута (на початку це вершина відправлення х0 ) і аі=0, якщо не розглянута;

В – поточне значення індексів вершин графа, тобто довжина найкоротших шляхів між вершинами х0 та хі (на початку елементи вектора В відповідають нульовому рядку матриці Д, оскільки вершина х0 є початковою, за винятком елемента в0, який дорівнює 0);

С- містить номери попередніх вершин,тобто сі – номер вершини, яка стоїть перед і-ю у найкоротшому шляху в і-ту вершину( на початку всі елементи сі=0, оскільки початкова вершина х0 і її номер дорівнює 0).

	і
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	Серед елементів ві вибираємо найменший для нерозглянутих вершин (яким відповідає аі=0). Це 

елемент в1=4.

	Аі
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	

	Ві
	0
	4
	5
	9
	(
	(
	(
	(
	

	Сі
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	


Таким чином, вершина 1 стає поточною і головною для виконання всіх перетворень даного кроку.

Виконуємо такі перетворення:

а1=1;

для кожного елемента ві, який відповідає аі=0, перевіряємо наявність більш короткого шляху в і-ту вершину з 0-ї через першу, тобто перевіряємо умову ві<в1+д1і . У разі її невиконання замінюємо існуюче значення ві на в1+д1і, а існуюче сі - на 1. 

Для елементів в2 та в3 збігаються значення, що порівнюються, тому  елементам с2 та с3 припишемо два значення 0,1.

	і
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	Знову серед елементів ві вибираємо найменший для нерозглянутих вершин (яким відповідає аі=0). Це 

елемент в2=5. Вершина 2 – поточна.

	Аі
	1
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	

	Ві
	0
	4
	5
	9
	(
	6
	(
	(
	

	Сі
	0
	0
	0,1
	0,1
	0
	1
	0
	0
	

	2-й єтап
	Поточна вершина 5.

	Аі
	1
	1
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	

	Ві
	0
	4
	5
	9
	(
	6
	16
	(
	

	Сі
	0
	0
	0,1
	0,1
	0
	1
	2
	0
	

	3-й єтап
	Поточна вершина 5.

	Аі
	1
	1
	1
	0
	0
	1
	0
	0
	

	Ві
	0
	4
	5
	9
	14
	6
	16
	21
	

	Сі
	0
	0
	0,1
	0,1
	5
	1
	2,5
	5
	

	4-й єтап
	Поточна вершина 4.

	Аі
	1
	1
	1
	1
	0
	1
	0
	0
	

	Ві
	0
	4
	5
	9
	14
	6
	16
	21
	

	Сі
	0
	0
	0,1
	0,1
	5
	1
	2,5
	5
	

	5-й єтап
	Поточна вершина 6.

	Аі
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	0
	0
	

	Ві
	0
	4
	5
	9
	14
	6
	16
	21
	

	Сі
	0
	0
	0,1
	0,1
	5
	1
	2,5
	5
	

	6-й єтап
	Для розгляду залишилась одна вершина х7. Її вибір не змінить отриманих результатів, тобто алгоритм перерахунку завершено.

	Аі
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	0
	

	Ві
	0
	4
	5
	9
	14
	6
	16
	18
	

	Сі
	0
	0
	0,1
	0,1
	5
	1
	2,5
	6
	


 Остання таблиця містить інформацію про довжину найкоротшого шляху від початкової вершини х0 до будь-якої хі. Сам шлях можна відтворити за елементами вектора С. Випишемо результат для вершини х7.

Lmin(x0, x7)=18,
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Задано граф G. Зобразити граф у вигляді матриць суміжності й суміжності ваг. Знайти найкоротший шлях і його довжину між двома зазначеними вершинами графа (варіант із  номером, який кратний 2, – методом Дейкстри, інші варіанти – методом Форда, за необхідності розставивши напрямок дуг від вершини з меншим індексом до вершини з більшим індексом).
Завдання №3
















19)

21)

 


2.2 Знаходження найкоротшого шляху між будь-якими двома вершинами графа матричним  методом

Матричні методи дозволяють знаходити довжини найкоротших шляхів, але не можуть відтворити найкоротші шляхи, оскільки перелік вершин, які об’єднуються у шлях губляться при перерахунку матриці суміжності ваг. Серед матричних методів розглянемо метод Шимбела.

Шимбелом розроблений метод, що використовує спеціальні операції над елементами вихідної матриці суміжності ваг заданого графа, а саме виконується піднесення матриці до степеня з перетворенням основних операцій множення елементів та додавання отриманих добутків наступним чином: 

– операція множення двох елементів а і b при піднесенні матриці до степеня відповідає їхній алґебраїчній сумі, тобто a+b=b+a заміняємо на a(b=b(a;
– сума двох елементів при звичайному піднесенні матриці до степеня замінюється вибором мінімального елемента, тобто a+b=min(a, b).
За допомогою зазначених операцій, довжини найкоротших шляхів між вузлами мережі визначаються піднесенням матриці суміжності ваг до степеня.
Як основну матрицю для перетворень необхідно взяти зображення графа за допомогою матриці суміжності ваг, у якої по діагоналі занесено нулі. Піднесення матриці до степеня заключається у множенні матриць за правилами Шимбела. Нагадуємо, що для отримання елементу aij у новій матриці слід обрати для обчислень рядок першої матриці за номером i та стовпець другої матриці за номером j. 
Тобто для отримання матриці А у другому степені за Шимбелом необхідно виконати наступні дії:
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Для отримання матриці А у третьому степені за Шимбелом необхідно виконати наступні дії:


[image: image90.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

¢

¢

¢

¢

¢

¢

¢

¢

¢

¢

¢

¢

=

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

¢

¢

¢

¢

¢

¢

×

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

=

×

=

0

0

0

0

0

0

0

0

0

32

31

23

21

13

12

32

31

23

21

13

12

32

31

23

21

13

12

2

3

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

A

A

A

,

де  
[image: image91.wmf]{

}

{

}

т.д.

і

;

0

;

;

0

min

;

;

0

;

0

min

13

23

12

13

13

32

13

12

12

12

+

¢

+

¢

+

=

¢

¢

¢

+

+

¢

+

=

¢

¢

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a


Елементи матриці Аt визначають довжини найкоротших шляхів (ланцюгів), що складаються не більш ніж із t дуг (ребер). Якщо в процесі множення виявиться, що Аt-1=Аt, то це говорить про те, що довжини мінімальних шляхів (між будь-якими двома вершинами графа), що складаються не більш ніж із t-1 дуг (ребер), збігаються з довжинами шляхів (ланцюгів), що складаються не більш ніж із t дуг (ребер). Отже, подальше множення матриць немає сенсу, тому що не призводить до зміни елементів матриці Аt-1, і довжини найкоротших шляхів об’єднано у матрицію Аt-1.

Приклад 2.3 Нехай граф подано у вигляді матриці суміжності ваг 
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. Необхідно визначити найкоротшу відстань між будь-якими двома вершинами графа.

Розв'язок. Будемо виконувати піднесення матриці суміжності ваг до степеня до повторення елементів двох матриць піднесення.
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. Як бачимо матриці А3 і А4 збігаються. Отже, підсумковою матрицею найкоротших відстаней між двома будь-якими вершинами графа будемо вважати матрицю А3, степінь якої говорить, що будь-який найкоротший шлях (ланцюг) утворюють не більш ніж 3 дуги (ребра).
Завдання №4

Орієнтований граф G=(X,U) задано матрицею суміжності ваг С. 

Необхідно :
   – зобразити граф графічно й у вигляді матриці інциденцій;

   – визначити  хроматичне число графа;

   – використовуючи метод Шимбела, визначити найкоротші відстані між будь-якими двома вершинами графа.
1. 
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2.3 Знаходження найкоротшого гамільтонова контуру
методом гілок та меж 

Загальна задача комівояжера полягає у такому: використовуючи систему транспортних сполучень (доріг і т.д.) між пунктами (містами, фірмами і т.д.) у конкретній зоні обслуговування, відвідати всі пункти у такій послідовності, щоб пройдений маршрут був найкоротшим із усіх можливих.

На мові теорії графів загальна задача комівояжера має таке формулювання: у зваженому зв’язному графі G знайти найкоротший маршрут, що проходить через усі вершини графа. Ураховуючи необхідність повернення комівояжера у пункт вихідного перебування, у постановці задачі можлива додаткова вимога замкненості маршруту комівояжера. Для довільного графа загальна задача комівояжера має розв’язок.

Але існує іще одна постановка задачі, у якій додатково до попередньої задачі треба, щоб кожний пункт обслуговування комівояжер відвідав тільки один раз. У такій постановці задача не завжди має розв’язок, а якщо і має, то маршрут комівояжера є найкоротшим гамільтоновим ланцюгом або циклом. Гамільтоновим ланцюгом у графі G=(X,U)  називається простий шлях, що містить усі вершини графа. Якщо верщина відправлення гамільтонового ланцюгу збігається з вершиною прибуття, то такий шлях слід називати гамільтоновим контуром.
Поширеною є така типова ситуація. Є технічний пристрій (верстат, комп’ютер і т.д.) і n операцій (задач), кожну з яких пристрій здатний здійснити (вирішити після виконання відповідної перенастройки (перепрограмування). Точніше при переході від і – ої задачі до j- ої задачі перепрограмування пристрою потребує витратити tij одиниць часу або іншого ресурсу. Необхідно знайти послідовність виконання завдань, при якій час кожного перепрограмування не перевищує заданого значення (.  У цьому випадку будується зв’язний граф, у якому дуга (i, j) наявна тоді і тільки тоді, коли tij ( (. Будь-який гамільтонів шлях задає шукану послідовність виконання завдань.
Побудуємо математичну модель «гамільтонової» задачі комівояжера (торгівельного аґента).

Нехай 
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Якщо будуть виконані такі умови: 
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де ui та  uj – довільні  значення.

Історично першим розглядав задачу обходу простим циклом усіх вершин графа у 1859 році відомий ірландський математик У. Гамільтон. Він побудував низку таких циклів на ребрах додекаедра – правильного опуклого багатогранника з 20 вершинами і 12 п’ятикутними гранями. Гамільтон трактував свою задачу у вигляді гри «навколосвітня подорож», у якій пропонується вибрати маршрут відвідування двадцяти міст на земній кулі, рухаючись по дорогах – ребрах додекаедра. Він навіть продав свою гру торговцеві іграшками за 25 гіней.

На сьогодні існує безліч прямих та наближених методів розв'язання задачі побудови гамільтонова контуру. Розгланемо методику розв'язання задачі методом гілок та меж, який досить ефективний для розв'язку описаної задачі на графі, що містить не більш ніж 40 вершин. 
Основна ідея методу досить проста. Спочатку будується деяка оцінка знизу (НГ – нижня оцінка) довжин усіх гамільтонових контурів. Після цього множина всіх гамільтонових контурів розбивається на дві підмножини. Перша підмножина складається з гамільтонових контурів, що містять деяку дугу (i,j) , а інша підмножина складається з контурів, що не містять цієї дуги 
[image: image132.wmf](
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. Для кожної з підмножини за тим самим правилом, що і для початкової множини гамільтонових маршрутів, визначається нижня межа. Кожна нова нижня межа виявляється не менша за нижню межу, визначеної для всієї множини. Порівнюючи нижні межі, можна визначити підмножину гамільтонових контурів, усередині якої з більшою ймовірністю міститься оптимальний маршрут. Ця підмножина за анологічним правилом розбивається ще на два, і знову знаходяться нижні межі, і так доти, поки не залишається єдиний цикл. Процес розбивки підмножин супроводжується побудовою деякого бінарного дерева .

Отримавши деякий гамільтонів контур, переглядають обірвані гілки дерева, і якщо нижні межі підмножин, що віднесені обірваним гілкам, виявляються меншими, ніж довжина знайденого контуру, то ці гілки розвивають за тим самим правилом, поки не отримаємо маршруту  меншої довжини або не переконаємося, що серед цих підмножин не може міститися подібного маршруту. Ті ж гілки, для яких нижня оцінка виявиться більшою, ніж отриманий маршрут, виключають із розгляду.

Ідея одержання нижньої оцінки пов'язана з тим, що якщо розв'язати задачу про комівояжера з деякою матрицею відстаней, а потім із якого-небудь рядка або стовпця цієї матриці відняти довільне позитивне число, то розв'язок задачі про комівояжера з цією зміненою матрицею відстаней збігається з колишнім розв'язком, а довжина маршруту змінюється на це ж саме число. Якщо цю операцію проробити і для інших рядків і стовпців, то довжина маршруту буде відрізнятися на суму всіх чисел, що віднімаються з рядків і стовпців.

Розглянемо розв'язок цієї задачі на прикладі 2.4. Нехай необхідно розв'язати задачу торгівельного аґента для випадку 4-х міст. Як відомо, кількість будь-яких гамільтонових контурів дорівнює (n-1)!, тобто (3)!=6.  Матриця витрат має вигляд 
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Розв`язок. Виконаємо крок приведення матриці до вигляду в кожному рядку та стовпці необхідно отримати нуль, що дозволить виявити ребра графа з найменшою вагою. 
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Сума всіх констант приведення матриці дорівнює НМ=12+1=13. Отримали початкове значення нижньої межі. До кожного нуля матриці припишемо вагу (штраф за невикористання проїзду), яка складається із суми найменших елементів із стовпця та рядка, на перетині яких знаходиться нуль (нуль, що оцінюється, у виборі мінімального не фіґурує). Наприклад, для нуля (1,4) min(рядка)=3 min(стовпця)=0, тоді вага нуля дорівнює 3+0=3. Для подальшого розгляду вибираємо нуль з найбільшою вагою, щоб уникнути можливого штрафу за невикористання проїзду. Якщо таких нулів декілька, вибираємо будь-який. Наприклад,  нуль (2,3). Таким чином, будемо аналізувати можливе включення в підсумковий гамільтонів контур проїзду з 2-го міста до 3-го за прямим шляхом.

У разі виключення такого проїзду, необхідно заборонити елемент матриці (2,3) для вибору, тобто замінити його на нескінченність, що призведе до повторного приведення рядка матриці на 7 одиниць (вага нуля). Тоді нижня межа такого варіанту дорівнює НМ=НМ+3=13+7=20. Для аналізу такого варіанту немає потреби виписувати матрицю витрат, достатньо врахувати при підрахунку нижньої межі вагу вибраного нуля матриці.

Розглянемо можливе включення проїзду з 2-го до 3-го міста. З матриці необхідно викреслити 2-й рядок (щоб виключити можливий переїзд із 2-го міста в будь-яке інше, крім 3-го) та 3-й стовпець (щоб виключити можливий переїзд до 3-го міста з будь-якого іншого, крім 2-го), а також заборонити до вибору елемент матриці (3,2) (щоб виключити повернення аґента в місто відправлення, оскільки він ще не потрапив до всіх запланованих міст). Над перетвореною матрицею виконаємо крок приведення матриці (якщо це необхідно). Тоді нижня межа цього вибору буде дорівнювати сумі констант приведення перетвореної матриці та попереднього значення нижньої межі.
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НМ=13+0=13. 
На цьому етапі маємо дерево пошуку наступного вигляду

Бачимо, що найменшого значення набуває НМ для варіанту проїзду з 2-го міста до 3-го. Залишимося на цьому варіанті. Продовжимо аналіз в матриці (2,3). Знову до кожного нуля припишемо його вагу і виберемо для розгляду нуль з найбільшою вагою. Наприклад, нуль (4,2). Варіант заперечення включення подібного переїзду “коштує” НМ=13+12=25. Варіант включення дуги (4,2) виключить з матриці 4-й рядок і 2-й стовпець. Дуга (4,2) з раніше проаналізованою дугою (2,3) створюють зв`язний шлях {4,2,3}. Тому потрібно заборонити можливе повернення аґента з 3-го міста до 4-го, а саме – замінити елемент матриці (3,4) на нескінченність.
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Після приведення матриці отримуємо НМ=НМ+11=13+11=24. Дерево пошуку має вигляд. Аналізуючи дерево пошуку, дійдемо висновку, що варіант виключення (2,3) найкращий.  Необхідно повернутись до вихідної матриці витрат з оцінкою всіх нулів, замінити нуль (2,3) на нескінченність та привести матрицю. У результаті отримаємо матрицю 
[image: image134.wmf])
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. До кожного нуля приписуємо вагу та вибираємо найважчий, тобто нуль (2,1).
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Варіант заперечення включення подібного переїзду “коштує” НМ=20+10=30. Варіант включення дуги (2,1) виключить з матриці 2-й рядок і 1-й стовпець, а також призведе до заміни елемента (1,2) на нескінченність. Нижня межа включення НМ=НМ+0=20. Виконуючи дії, аналогічні описаним, отримуємо результуюче дерево пошуку.

 Серед обірваних гілок вибираємо найлегшу з НМ=22. Їй відповідає матриця (1,4).
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 Матриця (1,4) потребує автоматичного включення до результуючого гамільтонового контура дуг (3,2) та (4,3). У результаті маємо найкоротший гамільтонів контур 1(4(3(2(1 завдовжки
( ціною) НМ=22 умовні одиниці.
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